COMPORTEMENT LOCAL MOYEN DE LA FONCTION 

DE BRJUNO 



MICHEL BALAZARD ET BRUNO MARTIN 



Abstract 



We describe the average behaviour of the Brjuno function $ in the 
neighbourhood of any given point of the unit interval. In particular, 
we show that the Lebesgue set of $ is the set of Brjuno numbers and 
we find the asymptotic behaviour of the modulus of continuity of the 
integral of $. 
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1. Introduction 

Designons par \u\ la partie entiere du nombre reel u, et par {u} sa partie 
fractionnaire : 

{u} = u- [u\ , [u\eZ, < {u} < I. 

Posons X =]0, 1[\Q. L'application 

a : X -> X 
x i — y {l/#} 

definit une transformation mesurable de X muni de la tribu borelienne 
dans lui-meme. Ryll-Nardzewski (cf. [12| . Theorem 2, p. 76) a observe que 
la mesure de probabilite 

dx 

^ ~ (1 + x) log 2 

est invarianteQ par a : la mesure image a fx n'est autre que /i. 

En d'autres termes, si / G i^ 1 (0, 1), alors foot appartient aussi a L 1 (0, 1) 

et 

1 dx f 1 ,. . dx 



/(«(*)) J" 



+ x J 1 + x 



Bruno Martin a beneficie d'un financement par la fondation autrichienne FWF dans 
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Theory. Les auteurs remercient d'autre part le laboratoire Poncelet (CNRS-Universite 
Indcpendante de Moscou) pour son accueil lors de la preparation de cet article. 
*. On trouve une assertion equivalente dans Particle de Doeblin |3j, p. 357. 

1 



2 



MICHEL BALAZARD ET BRUNO MARTIN 



Nous definissons les fonctions iterees de a en posant 0£q(x) = x et pour 
k ^ 1, afc(x) = a(afe_i(a;)). Les fonctions (fc ^ 0) sont definies sur X, a 
valeurs dans X, et laissent la mesure /x invarianteQ. 

Posons 

(1) = y j a (x)a 1 (x) ■ ■ ■ a k -i{x) log (l/a fc (x)). 

fc>0 

Cette serie a termes positifs definit une fonction $ : X — >]0,oo], appe- 
lee fonction de BrjunolJ. On constate aisement que $ satisfait a l'equation 
fonctionnelle 

(2) = log(l/x) + x$(a(x)) (x e X). 

Les nombres irrationnels x pour lesquels = oo, appeles nombres de 

Cremer, constituent un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. On appelle 
nombres de Brjuno les nombres x pour lesquels la serie converge. 

La fonction de Brjuno intervient dans l'etude des systemes dynamiques 
engendres par les iterations d'une fonction holomorphe / : C H- C. Citons 
en particulier un theoreme de Yoccoz [H] : si /'(0) = e 2l7TX ou x G X, alors 
/ est localement linearisable au voisinage de z = si, et seulement si x est 
un nombre de Brjuno. 

Marmi, Moussa et Yoccoz [8] ont entrepris l'etude de la regularite de la 
fonction de Brjuno et de certaines de ses variantes. lis etablissent notamment 
que $ appartient a L p (0, 1) pour tout p ^ 1 et, ce qui est une propriete plus 
forte, qu'elle est a oscillation moyenne bornee : 
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(3) sup — / $0) - — / §{t)dt 



I 
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dx < oo, 



ou le supremum est pris sur tous les intervalles ouverts I inclus dans ]0, 1[, 
et ou |/| designe la longueur de I. 

Dans ce travail, nous caracterisons les points de Lebesgue de $ : etant 
donnee une fonction / localement integrable sur un intervalle J de R, on 
dit que x est un point de Lebesgue de / si 

t j-x+h/2 

t / |/(f)-/(a;)|<ft = o(l) (h->0). 

n J x-h/2 

Un theoreme classique de la theorie de l'integrale de Lebesgue stipule que 
presque tout element de J est un point de Lebesgue de / (cf. [13] Chapitre 
7 par exemple). Notre resultat principal est le suivant. 



\. On peut montrer que a est une transformation melangeante sur (X, /j,). Cela permet 
de demontrer une assertion de Gauss dans une lettre a Laplace du 30 janvier 1812 (sur 
la convergence de la fonction de repartition de par rapport a la mesure de Lebesgue, 
quand k oo, cf. [S], p. 371-374). Cette assertion de Gauss avait ete demontree pour la 
premiere fois par Kuzmin en 1928, cf.[7]. Le §4 de [1J expose clairement cette theorie. 

\. II s'agit ici d'une variante de la fonction definie par Yoccoz dans [TJ], pp. 11-16 : 
nous utilisons la theorie habituelle des fractions continues, alors que Yoccoz en considere 
une version legerement modifiee. 
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Theoreme 1. Les points de Lebesgue de la fonction $ sont exactement les 
nombres de Brjuno. 

Notre deuxieme resultat est une description complete du comportement 
local de la fonction croissante et absolument continue \I> definie par 

(4) V(x) = / $(t)dt (0 < x < 1). 

Jo 

Pour le formuler, nous prolongeons d'abord $ aux nombres rationnels de 
l'intervalle ]0, 1[. Si r e]0, 1[DQ, on peut definir a&(r) par iteration de a 
tant que k ne depasse pas la longueur K = K(r) de l'ecriture de r en fraction 
continue ; nous appellerons profondeur de r cette quantite K(r) (voir au §5.31 
ci-dessous la definition precise). On a alors «jf(r) = et a&(r) > pour 
^ k < K. On pose 

$( r ) = ^2 a o{ r ) a i{ r )--- a k-i{r)log(l/a k (r)). 

0^k<K 

On a par exemple = logk si k est entier, k^ 2. Par convention, on 

pose $(0) = $(1) = 0. L'equation fonctionnelle (T5]) est alors encore valable 

si x e]o,i[nQ. 

Theoreme 2. Soit x E [0, 1]. On a 

(i) V(x + h) -V(x ) =o(h\og(l/\h\)) (h^0,x eX) 

(zz) — r 1 — " $ ( x o) (/» -> 0, x e X) 

(m) ^(x + /i) - *(x ) 

= -h\og{l/\h\) +(-- 2^ + $( % ))/ i + 0(g/ i 2 log((g 2 |/ i |)- 1 )) 
q \q q / 

(x = -, P G N, g G N*, (p, g) = 1, \h\ < 2/3g 2 ), 
Q 

oil la constante implicite dans le O est absolue. 
Soit 

co(h) = sup{|^(x) - *f?{y)\, ^ x,y ^ 1, |x - y| ^ h} 

le module de continuity de la fonction Notre troisieme resultat fournit 
un equivalent asymptotique pour u(h) quand h tend vers 0. 

Theoreme 3. On a 

u(h) = h\og(l/h) + 0(h) (0<h^l). 



Nous emploierons desormais les notations 

(5) (3 k (x) = a (x)ai(x) ■ ■ ■ a k (x) 
(par convention, = 1) et 

(6) 7fc (x) = fa-tix) log (l/a k (x)) (xeX,k^ 0), 
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de sorte que jo( x ) — l°g(l/ x ) et que 

(7) $( x ) = Y,lk(x) 

(8) = £ 7*0*0 + 0K-i(x)$(a K (x)) (xeX,Ke N). 

k<K 

L'identite (|S]) est une forme generalisee de l'equation fonctionnelle ([2]). 

Le §2] contient quelques remarques generales sur le comportement lo- 
cal moyen des fonctions localement integrables. Au nous rappelons les 
elements de la theorie des fractions continues qui nous seront utiles. Nous 
obtenons au £jl]une premiere majoration du module de continuity u(h), es- 
sentiellement grace au theoreme de Ryll-Nardzewski. Pour la suite, notre 
approche est fondee sur un decoupage diophantien de X qui fait intervenir 
la notion de cellule, deja sous-jacente dans [8j. Nous definissons cette notion 
et l'etudions en detail au §5\ en introduisant notamment les notions de pro- 
fondeur et d'epaisseur d'un sous-intervalle de ]0, 1[. Nous evaluons ensuite 
1' integrate des fonctions 7^ sur un intervalle au $6j Au $7] nous demontrons 
le point (Hi) du theoreme [2j Apres avoir traite le cas des nombres de Cremer 
au $8] nous demontrons le theoreme [1] au £j9]et le theoreme [3] au £ fl"0l Au fllTI 
final, nous formulons des questions ouvertes. 

Toutes les constantes implicites dans les symboles O sont absolues. Cela 
etant, les calculs conduisent naturellement a des majorations numerique- 
ment explicites, et nous avons generalement adopte ce mode de presenta- 
tion. Enfin, nous emploierons la notation d'lverson : [A] = 1 si la propriete 
A est verifiee, [A] = sinon. 



2. Generalities 

Soit / un intervalle de M, X une partie de I telle que I \ X est de mesure 
nulle, et / : X — > K. une fonction integrable sur chaque segment inclus dans 
/. Pour fixer les idees, nous supposerons que G /. 

Considerons les quatre ensembles suivants : 

• l'ensemble C des points de X ou / est continue ; 

• l'ensemble £ des points x G X tels que 



j pxo+h/2 

\f(x)-f(x )\dx^0 (h^O); 

xo-h/2 



h 



l'ensemble C 1 des points xq G / tels qu'il existe a G M avec 



xo+h/2 

\f(x) - a\dx -> (h^O); 



I x -h/2 

l'ensemble T> des points de derivabilite de la fonction 

f' x 

F(x) = / f(t)dt (x G /). 
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L'ensemble C est l'ensemble de Lebesgue de /, et C 1 est l'« ensemble de 
Lebesgue L 1 » de / (voir par exemple |3], §2). On a 

C C C C C 1 C V, 

chaque inclusion pouvant etre stricte. L'ensemble I\C est de mesure nulle 
(theoreme de Lebesgue). 

Le cas de la fonction de Brjuno, que nous analysons en detail dans cet 
article, illustre la question generate suivante. Soit /„:/—>• [0, oo [ (n ^ 0) 
une suite de fonctions integrables telle que 

/(*) = £/»(*) 

soit integrable sur /. Comment determiner les ensembles C, C, C 1 et T> a 
partir de la connaissance des fonctions /„ ? 

Sans entrer plus avant dans l'etude de ce probleme en toute generality, 
contentons-nous d'indiquer un exemple montrant qu'un point Xq G J tel 
que : 

• chaque fonction f n est continue en xq 

et 

• la serie f(xo) converge, 

n'est pas necessairement un point de derivabilite de F. II suffit de prendre 
/ = R, fo — et, pour n ^ 1, 

/„(*) = \t\ ■ [\t\ ^ n- 2 '\ 

Chaque f n est continue en avec / n (0) = 0, done /(0) = 0. Cependant 
f(x) = |x| -1 / 2 — |x|{|x| -3 / 2 } (i ^ 0), done F n'est pas derivable en 0. 

Si / est la fonction de Brjuno $, on a C = (la fonction de Brjuno est 
non bornee au voisinage de tout point de [0, 1], au vu, par exemple, du point 
(in) du theoreme [2]) et C = C 1 = T> est l'ensemble des nombres de Brjuno, 
d'apres le theoreme [1] et le point (ii) du theoreme [2j 

3. Fractions continues 

Dans cette section nous rappelons quelques elements de la theorie des 
fractions continues, et nous donnons des estimations elementaires concer- 
nant les fonctions et (3k- 

3.1. Quotients incomplets, reduites. Pour k G N, nous defmissons la 
fonction| 

a k : X ->■ N 

par les relations a = et a k = ^ !)■ Les fonctions a&, k ^ 1, 

sont a valeurs dans N*. On appelle a,k(x) le « /c e quotient incomplet » de x. 

§. Pour tout ce qui concerne ce paragraphe on pourra se referer par exemple a jll] , 
chapter 7. 
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Avec la notation classique 

[X ; X 1 , . . . , X k ] = X H 

X 1 + 



1 

x 2 + 



1 



on a pour tout k ^ 0, 




T, = U7,nl 7TI' ffli (T 1 fl,u i 
|^u,q J ; ^1^/5 • • • 5 "'re— 1 


(t) ai.(r\ + auirW (r G X) 


On definit aussi les fonctions p k , 


q k '■ X — > N par les relations 


P-i = 1 


g-i = o 


Po = 


qo = i 


Pi = 1 


qi = ai 


Pfc = OfcPfc-l + 


qk = flfc^fc-i + qk~2 (k^i 


de sorte que 




ao, a 1; . . . , afc_i, r — 


-it + Pk-2 /, ^ 1 , „N 

- (fc > 1, t > 0), 

-i* + g fc -2 


et 




[ao; ai, . . 


.,a k \ = —. 

qk 



Les fonctions q k {k ^ 0) et p k {k ^ 1) sont a valeurs dans N*. La fraction 
p k (x)/q k (x) est appelee la « k e reduite » de x. Elle est irreductible car 

(9) Pkqk-i ~ qkPk-i = (-l) fe_1 - 
Une autre identite dont nous aurons l'usage est 

(10) Pk+iqk-i -Pk-iqk+i = (-i) fc_1 a fc +i- 

La suite {q k } k ^-i es t a croissance au moins exponentielle0. En effet, on a 
pour tout k ^ 1 

(11) qk = afc<?fc-i + qk-2 > qk-i + qk-2 > iqk-2 

En particulier, 

(12) q k > F k+l (k ^ 0), 



^f. Nous entendons par la l'existence d'une constante c > 1 telle que q k ^ c k . Mais on 
n'a pas forcement liminf^oo q k +i/Qk > 1- 
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ou F n est le n e nombre de Fibonacci (F Q = 0, F\ = 1 et F n+1 = F n _i + F n 
pour n ^ 1). On deduit egalement de (ITTj) que 

it fc 

3=0 3=2 
fc 

^ - + Qk-i + Qk 

3=2 

= 2q k + q k - X - qx 

(13) ^ 3q k , 
majoration valable pour tout fceN. 

Nous utiliserons a plusieurs reprises une majoration de la somme des 
inverses des nombres de Fibonacci : 

(14) J]l/F fc+1 ^3,36. 

k^O 



3.2. Fonctions a k et f3 k . De la formule 

x = [a (x); a x (x), a fc _i(x), a k (x) + a k (x)] 

/ 15 x _ Pk{x) + Qfe(^)Pfc-l(^) 

q k (x) + a fc (x)g fc _i(x) ' 

on deduit 

p k {x) - xq k (x) 



(16) a k (x) = 

Pk-i{x) - xq k -i{x) 

Cela implique les identites 

(17) k {x) = (-l)"- 1 ^) - xq k {x)) 

(18) = . r~ 1 n n (164 

gjfc+i(ar) + a fc+ i(x)g fc (x) 

On dispose par consequent de l'encadrement 

(19) 1_<&<J_ (fc^-l). 

Une majoration plus generale nous sera utile : la definition (j5J) entraine 

(20) = A • o a i+1 (z^-l,j>0), 
d'ou Ton deduit, d'apres (fl9|) et (fT2)h 

(21) ^ -A—. 

Par ailleurs, notant que [1/^fcJ = a k+i et que a^+i = (q k +i — 1k-i) / Iki nous 
avons d'apres (111 p 

(22) |±i^l^ afc+1 + i (fc^o). 
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3.3. Comparaison des fonctions ^ k et q^ 1 logq k+ \. Les fonctions 7^ et 
g A T 1 logg/ c+ i sont proches Tune de l'autre. La proposition suivante exprime 
precisement ce fait. 

Proposition 1. Pour k ^ 0, on a 

(23) _log(2g fc )^ 7fc _l^^ <[fc = o] log2^ 

Qk Qk Qk 

Demonstration 

D'apres ffTBj) . on a 

log qk+i qk \og(q k+ ia k ) + a k q k -i log q k+1 q k \og(q k+ ia k ) 
7fc = 7 ; ^ 



qk " + "fc^fc-i ^ + a fc g fc _i) ' 

Or pour k > 0, g^_i ^ 1, et done 

a k+iqk + 9fc-i . 

<?fc+i«fc = : > 1, 

On obtient ainsi la deuxieme inegalite de (123]) lorsque > 0, e'est-e-dire, 

. logg fc +i 

Ik < • 

qk 

Pour k = 0, on a 

7o _ 121^1 = lQg(1/x) _ logfli = log («i±«i) <; log(^ti) ^ log 2. 

Par ailleurs, 

log(l/a fc ) 



7fc 



qk + oc k q k -i 

est une fonction decroissante de a k . Comme a k l/a^+i, on a done 

log a fc+ i a fc+1 log a k+1 



Ik 



qk + <Zfc-i/ a fc+i ?fc+i 

Pour montrer que 

loggfc+i log(2gjfc) 
7fc ^ , 

il suffit done de montrer que 

(24) a fc+ i log a fe+ i > log - — . 

<?fc 2g fc 

Si afc+i = 1, on a g^+i = q k + q k -\ ^ 2q k , done (124"1) est verifiee. Si 
a k+l ^ 2, on a 2gi ^ 2 et 

Ofc+l = ^ 1- 

L'inegalite ([24")) resultera alors de 

(x - 1) log(x - 1) > a; log(x/2) (z ^ 2) 
ce qui decoule de l'etude du sens de variation de la difference 

(x — f ) log(a; — 1) — x log(x/2) 
sur [2, 00 [. □ 
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En particulier, x G X est un nombre de Brjuno si et seulement si la serie 

(25) y logqk ;\ {x) 

est convergente. 

4. MAJORATION DU MODULE DE CONTINUITE DE ^ 

Sans utiliser la notion de cellule (§5]), on peut deja donner une majora- 
tion utile du module de continuity de proposition [3] ci-dessous. Pour la 
demontrer, nous majorons d'abord l'integrale de log(l/o!fe) sur un intervalle 
de longueur h, proposition [2] ci-dessous. 

Notre demonstration de la proposition [2] requiert une majoration de la 
fonction T d'Euler, sans doute classique mais pour laquelle nous ne disposons 
pas de reference. Rappelons que pour x > 0, 

/*oo 1*1 

T(x)= / e-H x - l dt= / (\ogl/t) x - l dt. 
Jo Jo 

Lemme 1. Pour q G [2, oof, on a 

2Y(q + 1) < q q . 

Demonstration 

Notons if) la derivee logarithmique de la fonction T. L'inegalite proposee 
est vraie pour q = 2. Ensuite, il suffit de voir que les derivees logarithmiques 
des deux membres verifient la meme inegalite pour q ^ 2, c'est-e-dire que 

(26) + ^logg + 1 (q>2). 
Or, nous disposons de la formule classique 

(27) ^(a;) = _ 7 _I + y;i--J- (x? 0,-1,-2,...), 

x z — ' n n + x 

ou 7 designe la constante d'Euler. Pour x > 0, on a done 



^0) = -7 - - + Y] 



X 



x 2 — ' n(n + x) 

1 1 l f°° (I l \ , 

<-7-- + l +/ left 

a; x + l u t + x/ 

= 1 - 7 -— + log(x + 1). 

X x + 1 

Par consequent, 

V>(g + 1) - logg < log(l + -) — — + 1-7 

V qJ q+l q + 2 

<1 (q>2). □ 

Proposition 2. Soft / un intervalle de longueur h ^ e~ 2 , inclus dans [0, 1]. 
On a pour tout k G N 

log(l/afc(x))c/x ^ e/ilog(l//i). 
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Demonstration 

Pour q > 1 et p = q/(q — 1), l'inegalite de Holder donne 

\og{\/ a k {x))dx ^ h 1/p ( [ \og q (l /akixfidx" 1 
i vo 

Comme a laisse la mesure /i invariante, nous avons 

dx 



+ x 



[ log"(l/a k (x))dx^2 / 1 log 9 (l/a fc (x))-^- = 2 f\og q {l/x)- 
Jo Jo 1 + x Jo i - 

^2 [ \og q (l/x)dx = 2T(q + 1). 
Jo 

D'apres le lemme[U il suit 

J \og(l/a k {x))dx < qh 1 - 1 ^ (g>2). 

En effectuant le choix q = log(l//i), pour lequel q ^ 2 d'apres l'hypothese 
faite sur h, nous obtenons la majoration annoncee. □ 

Proposition 3. On a 

co(h) ^ 10/ilog(l//i) (0</i^e~ 2 ). 

Demonstration 

On a pour < /i ^ e -2 , 

"X+h rx+h 



pX+tl fX+tl 

^(x + h)-^(x)= / $(t)dt = ^2 lk{t)dt 
Jx fc > A 

^ — / \og{l/ a k {t))dt (d'apres ([HI) puis ([12])) 



^ eMog(l//l) (d'apres la proposition O 

fc>0 Fk+1 
< 3,36e/ilog(l//i) (d' apres ([T5])). 

et cela entraine bien la majoration annoncee. □ 

5. Notion de cellule 

5.1. Definition et proprietes. Soit b = 0, bi, . . . ,b k E N*. La cellule (de 
profondeur k) c(&i, . . . , b k ) est l'intervalle ouvert d'extremites [b ] 6 1; . . . , &&] 
et [&o; &i, • • • , b k -i, b k + 1]. Par convention, la seule cellule de profondeur 
est]0,l[. 

La notion de cellule n'est pas nouvelle : elle intervient naturellement 
dans le cadre de la theorie metrique et ergodique des fractions continues 
sous l'appelation de cylindre (cf [2] page 30 et chapitre 3.5) ou d'intervalle 
(fondamental) d'ordre n (cf [6j §12 ou [I] §4 par exemple). 

Nous enongons a present quelques proprietes elementaires concernant les 
cellules. 
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• Dans la cellule c(&i, ...,&&), les fonctions aj, Pj, qj sont constantes pour 
j^k: 

Pj(x) 



aj(x) = bj, 
La cellule c(b 1: . 



qj {x) 



= [6o;6i,...,6j] (x G c(6i,...,6j-)). 



,bk) est l'intervalle ouvert d'extremites 



Pk 



et 



p k + p k -x 



Qk Qk + Qk-i 

(dans cet ordre si k est pair ; dans l'ordre oppose si k est impair). Sa longueur 

est 

(28) 



qk(qk + qk-i) 



On a 



a(c(6i,...,6 fc )nA') = c(&2,...A)nx. 

• Soit k ^ 1, et c = c(&i . . . ,bk) une cellule de profondeur k. Les cellules 
de profondeur k + 1 incluses dans c forment une suite (c n )„^i d'intervalles 
ouverts qui constitue une partition de c privee d'une partie de Q (les ra- 
tionnels de la forme [bo; bi, . . . , bk, n], n decrivant N*). 

La cellule c n est l'intervalle d'extremites 

npk + Pk-i 



[b ;b 1 ,...,b k ,n] 
et & fc _i,& fc ,n + l] 



nq k + qk-i 

(n + l)p k +Pk-i 



(n+ l)q k + q k -i' 

Ainsi c n et c n +i sont contigiies, et c n est l'ensemble des nombres de la forme 

, n<s<n + l. 

+ q k -i 

Dans c n , la fonction qk+i a la valeur constante nqk + qk-i- Observons que 
Pk+Pk-i es ^ Yune des extremites de Ci, mais que — n'est l'extremite d'au- 
cune cellule c n . En revanche, ^ est la limite quand n tend vers l'infini des 
extremites de c n . 

5.2. Distance d'un irrationnel donne au bord de la cellule de pro- 
fondeur k qui le contient. Soit x G X et k E N. II existe une unique 
cellule de profondeur k qui contient x : 



qk qk + qk-i 
Pk + Pk-i Pk 



si k est pair 



si k est impair, 



v J qk + qk-i qk L 

ou Ton a pose pj = Pj(x), qj = qj(x) pour j ^ —1. La distance de x au bord 
de c joue un role determinant dans la suite de notre travail. Nous la notons 
Sk(x). On a par exemple 

5 (x) = min(x, 1 — x) (x G X). 



12 MICHEL BALAZARD ET BRUNO MARTIN 

Observons tout de suite que la suite k i— > 5k{x) est decroissante (au sens 
large) et tend vers quand k tend vers l'infini. Cherchons maintenant a ex- 
primer 5k(x) en termes des fonctions precedemment defmies. On a d'abord, 
d'apres (fT7|) . 



(29) x -^ = (-l 

Qk Qk 

Pour la distance de x a l'autre extremite de c, on a 

x _ Pk + gfc-l = , 1 Nfc-l ^fc+l(g) + (Pk+1 _ Pk + Pk- 

Qk + <7fc-l ^<?fc+l Qk + Qk~ 



ou la deuxieme egalite resulte des identites (Q et fflOl) . Nous obtenons ainsi 
la formule 

c ■ ( Pk ftk+1 . O'k+l — 1 

b k = mm — , 1 ■ 

v <?fc qk+i qk+Mk + qk-ij 

Proposition 4. Pour k E N on a 

1 f — — — si a k+ i = 1 

Demonstration 

On a d'abord, d'apres (!T9~]) . 

qk qkqk+i 

Ensuite, si au+i = 1, toujours d'apres f fl9|) . 

Pk+i ^ 1/2 



4 = ^ 

9fc+i qk+iqk+2 



et si afc + i ^ 2, 



/I 1 N 1/2 

qk{qk + qk+i) qk+Mk + qk-i) qkqk+i 

La proposition suivante sera utilisee au §6.31 lors de la preuve de la pro- 
position [TTJ 

Proposition 5. Pour k E N on a 

log((24)- 1 ) < 2 \ogq k+l 2 logg fc+2 

qk qk qk+i 

Demonstration 

Si a k +i ^ 2 on a, d'apres la proposition HJ 

log ({26k)- 1 ) < log(g fc g fc+1 ) < ^ log g fc+i 

9fe qk qk 
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Si afc + i = 1, on a 



log ((24) x ) log(g fc+1 g fc+2 ) 



qk qk 

Mais dans ce cas on a aussi g^+i ^ 2qk, d'ou 

log < 2 log9fc+2 
9fe <?fc+i 

ce qui demontre l'inegalite annoncee. □ 

5.3. Profondeur d'un nombre rationnel. Soit r un nombre rationnel, 
< r < 1, mis sous forme irreductible p/q. II peut s'ecrire d'une et une 
seule faion sous la forme 

r = [0; 6 fc ] 

avec k G N*, b{ G N*, 1 ^ i ^ k, et bk ^ 2. Nous dirons alors que r est de 
profondeurQ fc. Par convention, et 1 sont de profondeur 0. 

Ecrivons [0; b\, . . . , bk-i] sous forme reduite pk-i/qk-i (si k — 1, on a 
Po = et go = !)• Le nombre rationnel r est une extremite de deux cellules 
de profondeur k (qui sont done contigees) : 

c d'extremites [0; b±, . . . , bk-i, bk — 1] = - — ^ k 1 et r; 

q - qk-i 

c' d'extremites r et [0; bi, . . . , , bk-i, bf. + 1] = - — — - . 

<7 + 9fc-i 

Comme bf. ^ 2, on a g^-i ^ <z/2. La longueur de c est 

1 1 

> 



(q - Qh-i)q q 2 

tandis que la longueur de c' est 

1 ^2 

q{q + ?fc-i) ^ 3g 2 ' 

En particulier, on a l'inclusion 

2 2 
— r -|- — 
3g 2 ' 3q 



5.4. Profondeur et epaisseur d'un segment inclus dans ]0, 1[. Soit 
/ = [a, b] un segment inclus dans ]0, 1[, de longueur h = b — a>0et 
d'extremites a, b irrationnelles. II existe un unique entier naturel K tel que 
/ soit inclus dans une cellule de profondeur K, mais dans aucune cellule 
de profondeur K + 1. Nous dirons alors que / est de profondeur K. Dans 
le cas oii i = (a + b)/2 est aussi irrationnel, le nombre K est defini par 
l'encadrement 

(30) S K +i(x) < h/2 < 5 K (x). 



|. On trouvera dans fTU] une liste de problemes arithmetiques sur la profondeur des 
nombres rationnels. 
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Signalons une petite subtilite. II est exact que la longueur d'un segment 
/ tend uniformement vers quand sa profondeur K tend vers l'infini : on a 
d'apres (Eg]) et (p]) 

^K+l-fK+2 

En revanche, |/| peut tendre vers alors que K garde une valeur constante, 
par exemple : il suffit que 1/2 appartienne a /. Cela etant, dans le cas ou 
x G X est fixe et I = [x — h/2, x + h/2] avec x ± h/2 G X, on a 

(31) lim K(x, h) = oo 

/i-»0 

puisque 

1/2 

q K+2 (x)q K+3 (x) 

d'apres (l3Tjj) et la proposition HI 

Nous defmissons egalement l'epaisseur de / comme le nombre de cellules 
de profondeur K + 1 qui ont une intersection non vide avec /, ou K est la 
profondeur de I. L'epaisseur de / est un nombre entier superieur ou egal a 
2. 



5.5. Convention. Nous redefinissons maintenant, et pour toute la suite, les 
fonctions a^, Pk, Qk, <^ki Pk en les prolongeant par continuite (sans changer de 
notation) sur chaque cellule de profondeur k (et done egalement sur chaque 
cellule de profondeur superieure a k). Ainsi, en posant c = c(&i, . . . , &&), on 
aura pour iGc: 



Pk{x) Pk 



[0; b k ] 



qk{x) q k 

qkX - Pk 



(32) a k (x) = 

-qk-ix + Pk-i 

(33) f3 k (x) = (-l) k - 1 (p k -xq k ). 
En particulier, a k est derivable sur c et y verifie 

(34) a' k = {-l) k (5 k \ = {-l)\q k + a k q k ^) 2 . 
On a aussi la relation valable sur c 

(35) (3 k -i = -(l-q k -if3 k ). 

qk 



6. Estimations en moyenne de ^ k sur un intervalle inclus dans 

UNE CELLULE DE PROFONDEUR K 

Soit / un intervalle inclus dans une cellule de profondeur K. Notre ob- 
jectif est ici de majorer l'integrale jj'jk^dt, ou j k est definie par ([6]). Pour 
j ^ K, nous noterons pj, qj les valeurs constantes de ces fonctions sur /. 
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La discussion portera esssentiellement sur les tailles respectives de k et 
K. Nous ferons frequemment usage, sans toujours le mentionner explicite- 
ment, des encadrements (I19p et (1221) . Enfin nous supposerons toujours que 
la longueur h de I verifie h ^ e~ 2 . 

6.1. Le cas k < K. 
Proposition 6. Pour k < K on a 

log(2g fe+ i) 



lk (t)dt ^ h- 



qk 

< h\og(l/h) | h 
^ 2g fc q k ' 

Demonstration 

La premiere inegalite resulte de f)23|) . Pour la seconde, on observe que / 
est inclus dans une cellule de profondeur k + 1 dont la longueur est 

1 1 

< 



q k+1 (q k+1 + q k ) q 2 k+1 ' 
done q k+1 < hr x l 2 et 

log(2g fe+1 ) ^log(/i- 1 / 2 ) + log2 
< ilog(l//i) + l, 

d'ou le resultat. □ 

Par ailleurs, lorsque k < K, nous disposons d'une majoration uniforme 
de la derivee de ^ k dans une cellule de profondeur K, ce qui nous conduit 
au resultat suivant. 

Proposition 7. Soit I un segment de longueur h inclus dans une cellule c 
de profondeur K et x un point quelconque de I. Pour k < K , on a 

3 

lk{t) - lk{x)\dt < -q k +ih 2 . 
Demonstration 

D'apres les formules (j3"2|) et (J3"3"|) . la fonction ^ k est derivable sur c pour 
k < A", et (1331) et (El fournissent 



(36) i k = (-1)*" Vi Iog(V«») + Hr^- 

Pk 

Nous en deduisons, pour k < K, t e I, 

(37) |7fc(t)| < gfe-ilog(a A . +1 + l)+g fc+ i + g A . ^ q k a k+1 + q k _ 1 + 2q k+1 = 3q k+1 . 

La conclusion decoule alors de l'inegalite des accroissements finis et de l'in- 
egalite 

h 2 

\t-x\dt^—. □ 
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6.2. Le cas k = K. Dans ce paragraphe et le suivant, nous donnons deux 
estimations, l'une comparant jj^xi^dt a hlogl/h, l'autre a h. Pour sim- 
plifier les formulations et les demonstrations qui suivent, nous supposons 
dans ces § §6.21 et 16.31 que / est un segment dont les extremites et le milieu 
sont irrationnels. Nous noterons respectivement h, x, K et E la longueur, 
le milieu, la profondeur et l'epaisseur de I. 

Pour la premiere estimation, un lemme elementaire sera utile. 

Lemme 2. On a 

log(l/t)tft < h\og(l/h) + h. 



Demonstration 

Comme t i— > log(l/i) est positive et decroissante sur ]0, 1], on a 



f log(l/t)di ^ / \og{l/t)dt 
i Jo 

= h\og(l/h) + h. □ 



Proposition 8. On a 

Mog(l//i), rEW o1 , rz7 _ 01/oN , 2h 

Qk' 

Demonstration 

En effet. 



[MW < ^m (l E >2] + {E = 2]/2) 4- 
Ji Qk 



l K (t)dt = J K -l(t) log p K - 1 (t)dt + J p K -l(t)1ogl/0 K (t)dt 
< / K -l(t) log l/P K {t)dt (car fa_ x (t) < 1) 



= — / (1 - uq K -i)log(l/u)du, 
Qk Jp K (i) 

ou l'on a pose u = Picify e ^ utilise (135]) . On a done 
j K (t)dt ^ — / log(l/u)dw 

^ 4- 1 M 1 ) I 1/1 M 1 ) I + ^4-^ (d'apres le lemme 0) 
= —{QKh) log((g^/i) _1 ) + 

= A log(1//l)+ ( 1 - lo s^ ; 

ce qui demontre la proposition dans le cas ou E > 2. 

Par ailleurs, si E = 2, les nombres x±h/2 se situent chacun dans l'une de 
deux cellules adjacentes, disons c(&i, . . . , bx, bx+i — 1) et c(&i, . . . , bjc, bx+i), 
ou ^ 2. Posons 

[0; 6i, . . . , b K , b K+1 ] = - ((p,q) = l), 
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et q est d'ailleurs la valeur maximale de la fonction qx+i sur I. 

La longueur de / est inferieure a la somme des longueurs de ces deux 
cellules : 



h € 



P + Pk P~Pk 



{q + Qk) {q — Qk) 



q + qi< q-qk 

Comme b K+1 ^ 2, on a g = b K+1 q K + qx-i ^ 2q K , ce qui implique 

/3 



(38) h <: 



et done 



log(2g) < 1 log(l//i) + log(2 <C ± log(l//i) + 2. 



Enfin, nous avons 



"f K (t)dt ^ — / log(2g x+1 (f)W (d'apres 423)) 
Qk Ji y 



^— log(2g) 

logl/fc +— • □ 

2g/< 



Proposition 9. On a 

f h 

/ 7A -(f)di ^ 8h lK (x) + —(Q\ogq K + 4). 
h Qk 



Demonstration 

D'apres f)19p . on a 



-y K (t)dt= I /3 K ^(t)\og(l/a K (t))dt 

P K -i(tf ■ f3 K -i(ty 2 log(l/a K (t))dt 
< Qk J^K-i{t)- 2 \og(l/a K {t))dt. 
Comme a' K {t) = (-1) K / 'fy^t), il suit 
(39) / lK {t)dt < g x 3 / log(l/tt)d«. 

<// Jot K (I) 

L'intervalle 0^(7) a pour extremites aj((x—h/2) et a^(x + /i/2). Or, d'apres 
l'inegalite des accroissements finis, 

\a K {x ± h/2) - ajr(ar)| < (h/2) max/^_i(£)~ 2 < 2g^/i. 

Supposons d'abord ^q 2 K h ^ «jf(a;). Nous en deduisons 

1 2 

- < 7-r (« e a K (I)), 
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done, 

j K {t)dt ^ q^ \og{2/a K (x)) / du < log(2/ajc(ar)) • 4g| r /i 

4/i 

^ %h& K - X (x)\a%QloL K {x)) + — log 2 

9k 

, . 3/z 
^ 8h-y K (x) + — . 

9k 

Supposons ensuite 4g^/i ^ a^(x). Nous avons dans ce cas, d'apres la 
proposition [21 

j K (t)dt ^ max|/3fcr_i(t)| e/tlog(l//t) ^ — h \ogUq 2 K /a K (x)) 
tei q K 

e h 
= —h\og(l/a K {x)) + — (2elog2 + 2elogg K ) 
9k 9k 

h 

< 6/i 7x (a;) + — (61og fe + 4), 
9k 

d'ou la conclusion. □ 
6.3. Le cas k > K. Nos calculs necessiteront une majoration elementaire. 

Lemme 3. Soit m etn des nombres entiers tels que 1 ^ m < n. On a alors 



y 1 



n — m 
m z n 



Demonstration 

On a 



^11 r dt ii/i i 

P ^ m 3 /_, t 3 m? 2 Vm 2 n 2 

1 n 2 — m 2 1 n — m 

m 3 2m?n 2 ^ m 3 m 2 n 

Maintenant, comme 1 ^ m ^ n - 1, on a m(n — m) ^ n — 1 ^ n/2, done 

1 n — m 
— ^ 2 ^^> 

d'ou le resultat. □ 

Nous sommes maintenant en mesure de traiter le cas k > K. 
Proposition 10. Pour k E N tel que k > K on a 

I lk {t)dt ^[E = 2] I hlogl/h+[E > 2}-^—h. 

Jl QK+l{X)rk-K QK^k-K 

Demonstration 

Soit c la cellule de profondeur K qui contient /. Comme c est l'intervalle 
d'extremites 

Pk Pk+ Pk-x 
— et , 

9k 9k + 9k- l 
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nous pouvons ecnre 



x+(-l) K h/2 
x + (-l)^" 1 V2 



UPK + PK-1 

uq K + qx-i 
vpx + Pk-i 



vq K + Qk-i 

avec 1 ^ u < 1/cxk{x) < v < +00. Posons m = [u\ et n = \v\, de sorte 
que 1 ^ m ^ a K+1 (x) ^ n et E = n — m + 1, n > m. 
On a done, en utilisant l'identite (Q, 

up K + p K _i vp K + p K -i 



(40) 



uq K + qx-i vq K + qx-i 
v — u 

(uq K + + q K -i) 

v — u 



q 2 K (u + l)(v + I) 
v — u 



Qq 2 K mn ' 



ou la derniere minoration decoule de u + 1 ^ 3m et v + 1 ^ 2n. 

Rappelons que les cellules de profondeur K + 1 incluses dans c sont les 
intervalles 



c , = { g£±g£=i ,«.«+i) (01; 

l« sq K + qx-i J 



On a 



/i/2 G c^. 



x + 



D'autre part, J est inclus dans la reunion des Q, m ^ i ^ n, done 
(41) flk(t)dt^ [ Pk-i(t)log(l/a k (t))dt. 

Distinguons alors deux cas. 
Premier cas : E — 2. 

On a done n = m + 1. Comme Jcc^U c m+ i, on a 
™<?x + qx-i 

qx+i{t) = { ou (tel,t& dc m ) 

(m + l)q K + q K -\ 
En particulier, pour t E I, t E~ dc m , on a 

1 



q K +i(t) > rnqx + qx^ 



(42) 

gx+i(x) (m + ljgjc + q K -i 2 
Par consequent, d'apres la majoration (|2"T|) et la proposition [2J 
(43) 



q K+1 (x)F k _ K J j 



log (I / a k (t))dt < 



gK +1 (a;)F fc _K 



eMog(l//i). 
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Deuxieme cas : E ^ 3. 
On a done v — u ^ 1, d'ou 

(44) n - m ^ v - (u - 1) < 2(v — u). 

D'apres la majoration f l2"Tj) appliquee avec i = Ketj = k — K — 1 dans 
(ED, 



/• i „ /• \og[l/a k - K -i(a K+l (t))) 
/ 7*(f)* ^T—H — ^ ^ 



dt 



* 7 / lo 6(Vafc-Jr-i(ajr+i (*)))*, 



QK-F k— 1\ , ./c, 

ou la derniere inegalite provient du fait que pour i G qx+iif) = iqx + 
gx-i- Nous effectuons dans chaque f ( le changement de variable w = 
ctK+i(t). Notant que d'apres ([3| 



dt = (-1) K+1 



(q K+1 + wq K ) 2 ' 
nous obtenons, 

!i k {t)dt^-^— J2 7 / iog(i/« m H)- — ^' 



wq K ) 2 



1 Z" 1 \ 

— / log (l/a k -K-i(w))dw -E 



k-K 



J log^K^.H)^- Is 



En utilisant le lemme[3]et l'invariance de la mesure \i par a k -K-i, il vient 

6(n — m) f 1 . . . 6(n — m) 



/ 7fc(<)* < -tt; 5- / log(l/«?)du; 



q\F k _ K m 2 n 



et, d'apres fl40J) et (J4 



(45) / lk {t)dt < 12 3 ^ — < 72—^ < 72 

7/ q A K F k _ K m l n q K F k _ K m qxF k -K 

La conclusion decoule de f l4"3]) et (|4"5]) . □ 
Proposition 11. Pour k G N tel que k > K on a 

lk(f)dt 

< h / 72[E>2] + 12 [E = 2] \ogq K+ 2{x) + ^[E = 2] hgq K+3 (x) 



F k - K \ qx Qk+i(x) qK+2{x 

Demonstration 
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On a 

log(l/ft) log((2^ +1 (x))- 1 ) 
q K +i(x) ^ Qk+i(x) 

< 2 J^gfe+2W 2 log 9^+3(3;) 

^ qK+\{x) qx+2{x) 

d'apres la proposition [5j Le resultat decoule de cette inegalite et de la pro- 
position [IDJ □ 

7. COMPORTEMENT DE \l> AU VOISINAGE D'UN POINT RATIONNEL 
Nous commengons par traiter les cas des points et 1. 
Lemme 4. On a 

[ $(a(t))dt = 0(x) (O^x^l). 
Jo 

Demonstration 

Pour < x < 1, on a 

/•l/ai(x) 

$(a(t))dt ^ / $(a(t))dt (car x < l/[l/x\ = l/oi(x)) 

• l/n 



E / 



E 



n^ai(x) 
-1 



o (n + w) 



2 



o ^ (n + w) 2 

2 



< — - / = O(x). □ 

oi W Jo 

Lemme 5. Pour < x ^ 1, on a 

(46) = x\og(l/x) + x + 0(x 2 ), 
et 

(47) *(1) - *(1 - x) = x log(l/x) + x + O (x 2 log(2/x)) 

Demonstration 

Pour < x ^ 1, on a, d'apres l'equation fonctionnelle de $, 

*(a?) = jf = jf (t$(a(t)) + log(l/t))dt 

= J \og(l/t)dt + o(x $(a(t))dt) = x\og(l/x) + x + 0(x 2 ), 
d'apres le lemme HI 
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Pour etablir (l47j) . il suffit de traiter le cas < x < 1/2. On a 
*(1) - *(1 - x) = [ $(t)dt= [ (t$(a(t))+\og(l/tj)dt 

(t$((l-t)/*)+log(l/t)W 

1-x V 7 

En effectuant le changement de variable u = (1 — t)/t puis en employant 
16]), nous obtenons 

fx/(l-x) \ 7 

*(1) -Hf(l-x)= (f^ + log(l + «)) 

rx/Cl—x) 

(${u) +0(u$(u)) + 0(uf)du 

= ^ log + + 0{x 2 \og(l/x)) 

1 — X X 1 — X 

= x\og(l/x) + x + 0{x 2 log(l/x)). □ 
Nous sommes maintenant en mesure d'etablir le point (in) du theoreme 

m 

Proposition 12. On a uniformement pour r rationnel et h reel tels que 
< r < 1, q 2 \h\ < 2/3 (oil q est le denominateur de Vecriture irreductible 
de r) : 
(48) 

*(r+/i)-*(r) = ^log(l/|/i|)+^-2^+$(r))/i+0(g/i 2 log((g 2 |/i|)- 1 )). 
Demonstration 

Soit K G N* la profondeur du nombre rationnel r. Comme < \h\ < 
2/3q 2 , on sait d'apres le §5.31 que l'intervalle ouvert d'extremites r et r + h 
est inclus dans l'une des deux cellules de profondeur K : 

• c d'extremites P ~ PK ~ 1 et r ; 

q-qK-i ' 

• c' d'extremites r et . 

q+q K -l 

Les trois nombres P ~ PK ~ 1 r et ^"I"^" 1 se succedent dans cet ordre si K 

q-qn-l ' q+q K -l 

est pair, dans l'ordre inverse si K est impair. Par consequent, 

(-l) K h >0^r + hec'. 

On a 

/•r+h 

*(r + /i) - *(r) = / $(*)d* 

/r+ft rr+h 
7k(t)dt+ / /3x_i(t)$(^(t))rft, 
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/r+h rr+h 
J2lk(t)dt-h$(r) = (lk(t)- lk (r))dt 
k<K k<K Jr 



3 9 9 2 

^ 9 1^ qk+1 ^ o qh ' 



k<K 



d'apres la proposition [7] et l'inegalite f fT3"l) . 

II reste done a etablir 
(49) 

r+h » 

/3 X -i(t)$(ax(t))rft = -/iM^I/il)" 1 ) + - + 0(qh 2 \og((q 2 \h\)- 1 )). 



Q 



Q 



La fonction est definie sur chacune des cellules c et c'. Suivant que 
r + h appartienne a c ou a c', nous prolongeons ax (par continuity a droite 
ou a gauche suivant la parite de K) respectivement a c U {r} ou c' U {r}, et 
dans l'integrale du premier membre de ( H9|) nous effectuons le changement 
de variables u = ajc(i). Distinguons les deux cas. 

• Premier cas : (— 1) h > 0. Dans ce cas, l'intervalle d'extremites r et 
r + h est inclus dans c'. On a q% = q, px = p et 



m = <**-(*) = — , 

-q K -\t + Pk-\ 



de sorte que, compte tenu de (J3 



r+/i i-a K (r+h) 

P K _ l (t)<S>(a K (t))dt = (-l) K / 

Ja K (r) 



du 



(Qk + Qk-iu) 



On a axir) = et 



a K (r + h) 



q 2 h 



-q K -\P - qK-iqh + Px-iq 
q 2 \h\ 



1 - \h\qqx-i 



Nous posons done 



(50) 



x 



q 2 \h\ 
1 - \h\qq K . 
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Comme qx-i ^ <?/2, on a < x' < 1 et 

rr+h 

(3 K ^{t)<$?(a K {t))dt 

- l ) K r\< \ du 



I 3 Jo f 1 + " 



■1) 



K rx 



(f Jo 



$(u)(l + 0(u))du 



= t-^x' \og(l/x') + ^— ^x' + O (q- 3 x' 2 log(2/x / )) 
q A q A 

ou la derniere egalite resulte de (I46p et du lemme HI 

• Deuxieme cas : (— l) K h < 0. Dans ce cas, l'intervalle d'extremites r et 
r + h est inclus dans c. Dans cette cellule, on a 

/.v (q ~ QK-i)t - P + Pk-i 
u = ot K (t) = — , 

-qx-it + Pk-i 

Par suite, a^(r) = 1 et 

(q - q K -i)l - (p - Pa--i) + % - qx-i) 



olk{t + h) 



-qx-\- q + Pk-i - qx-ih 



avec cette fois 

(51) * = TrSb™ 

Nous avons done, d'apres (|47|) . 



l-a (g + (it - l)q K -i) 3 

\) K - 1 n . n 



q 3 



■1) 



A'-l /•! 



9 3 7l- x 



/ <5>(u)du + o(q- 3 [ <$>(u)(l - u)du 
§(u)du + 0(q~ 3 x 2 Iog(l/x)) 



= - x log(l/x) + - x + O (q- 3 x 2 log(l/x)) . 

Nous avons done dans les deux cas, avec y = x ou a?', 

f3 K „ x {t)<S>(a K {t))dt = S ^ylog(l/y) + S -^y+0(q-y\og(2/y)) 

J r Q 9 
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Comme qx-i < q/2 et \h\ < 2/3q 2 , nous avons 

\og(l/y) = \og((q 2 \h\)- 1 ) + 0(q 2 h), 

et 

y = q 2 \h\ + 0(hY), 
ce qui entraine bien (1491) . □ 

8. COMPORTEMENT DE ^ AU VOISINAGE D'UN NOMBRE DE CREMER 

Nous commengons par demontrer le point (i) du theoreme[2J qui concerne 
tous les irrationnels, qu'ils soient de Cremer ou de Brjuno. 

Proposition 13. Soit x E X . On a 

#0 + h/2) - *(x - h/2) = o(h log(l//i)) (/*->• 0). 

Demonstration 

Soit x E X et K E N. Soit < h < min (e~ 2 , 25^(x)) de sorte que 
l'intervalle / =]a; — h/2, x + h/2[ soit inclus dans la cellule de profondeur K 
contenant x. 

Nous avons, d'apres les majorations (123 p et (}2~Tj) . 

J I k<K q k ^ K q K t k _ K+1 Jj 

avec qk = qu{x) pour k ^ K. En employant la proposition [2] et l'inegalite 
(JT3|, nous obtenons 

$(t)dt < 4Mog(2g^) + — hlog(l/h). 
i Qk 

\m(x + h/2)-m(x-h/2)\ 10 
limsup — — - — — ^ — . 

h ^o Mog(l/ft) q K 

Comme K est arbitraire, cela demontre le result at. □ 

Nous demontrons maintenant le point (ii) du theoreme [2] lorsque x est 
un nombre de Cremer. 

Proposition 14. Soit x un nombre de Cremer. On a 

if?(x + h) - ty(x) 
hm — f — = +oo. 

Demonstration 

Comme la fonction 7& est positive, nous avons en toute generality pour 
h > 0, 

™x+/i i rx+h 



Par consequent, 
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Si x est irrationnel, chacune des fonctions 7 fc est continue au point x, ce qui 
entraine 

hmmf — I- — ^ > ryJx) (x G X, K <G N). 

Si x est un point de Cremer, le membre de droite tend vers l'infini avec K, 
ce qui implique le resultat voulu. □ 



9. Demonstration du theoreme □ et comportement de \I> au 

VOISINAGE D'UN NOMBRE DE BRJUNO 

Les propositions [TH et [12] impliquent que tout point de Lebesgue de $ 
est necessairement un nombre de Brjuno. II reste done a etablir que 



■y rX+h/2 

(52) - / \$(t) - $(x)\dt -> (h^O), 

h Jx-h/2 



quand x est un nombre de Brjuno. Cela impliquera directement le point (ii) 
du theoreme [2] lorsque x est un nombre de Brjuno. 

Par densite de K \ Q dans R, on peut supposer que les nombres xzkh/2 
sont irrationnels. Posons alors / = [x — h/2,x + h/2] et notons K = K(x, h) 
la profondeur de ce segment. Nous avons 

I |$(t) - $(x)\dt ^ J2 I \lk{t) - lk{x)\dt + I lK {t)dt 
J i k<K Ji J i 

+ J2 I ik(t)dt+hj2 



lk{X) 

kyK" 1 k^K 



Majorons chacun des quatre termes du second membre. En notant de- 
sormais qj = qj(x) pour tout j, on a 

T / \lk(t) - lk(x)\dt qk+l ^ d ' apr6s la P r °P° siti011 El) 



9 

^ 2^ K ^ ( d ' a P r es (US 
9 



Qk+i 

la derniere inegalite resultant de la proposition H] puisque h/2 < 6k(x))) 
puis, 

— / Jfc(t)dt ^ 87x(s) + °^ ^ K — (d'apres la proposition O 
h J i qx 

14 log q K +i + 10 „ 
< s^l+i (d'apres 01) ; 

Qk 
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ensuite, d'apres la proposition [TU 



h^Jj \q K q K+ i QK + 2 ' & Fk~K 

< — + 11 1 °gg^+2 + 11 loggx+3 . 



Q'iC QK+1 QK+2 



et enfin 



(53) 



E 7*(*) < E lQg(2gfc+l) (d'apres®). 
Finalement, on obtient 

421ogg fc+1 + 253 



i /|$(t)-$(o;)|dt^E 



Puisque x est un nombre de Brjuno, le membre de droite de ( 1531) tend vers 
lorsque K tend vers l'infini, et done lorsque h tend vers d'apres (l3~Tj) . ce 
qui acheve la preuve. 

10. Demonstration du theoremeO 
Le lemme [5] du §7] prouve que 

u{h) > h\og{l/h)+0{h). 

II reste done a etablir 

(54) u(h) ^ Mog(l//i) +0(h). 

Lorsque h > e~ 2 , il s'agit de montrer que u(h) = 0(1), ce qui est vrai car 
$ G L 1 ^, 1). II suffit done de montrer que si / est un segment de longueur 
h ^ e~ 2 inclus dans [0, 1] on a 

(55) J ®{t)db ^ Mog(l//i) +0{h). 

En fait, par densite de R \ Q dans M, on peut egalement supposer que les 
extremites et le milieu x de I sont irrationnels. Soit alors K la profondeur 
de / et E son epaisseur. 

Notons c = c(ai, . . . , ax) la cellule de profondeur K qui contient / et, 
pour j ^ K, designons par pj et qj les valeurs constantes de ces fonctions 
dans c. Comme I n'est pas inclus dans une cellule de profondeur K + 1, il 
existe ax+i ^ 2 tel que le nombre rationnel 

P 

r =[0;a 1 ,...,a K ,a K+1 } = - ((p,q) = l) 

Q 

appartienne a I. Observons que p et q sont les valeurs respectives des fonc- 
tions Pk+i et qK+i dans la cellule c(ai, . . . , ax, ax+i)- D'autre part, si E = 2, 
le nombre x se situe soit dans la cellule c(a\, . . . , ax, ax+i), soit dans la cel- 
lule c(ai, . . . , clk, o-k+i — !)• Par consequent 

(56) qK+i(x) = q ou (q - q K ), et done q K +i(x) > q/2. 
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Nous distinguons alors deux cas : q ^ 100 et q > 100, ou la valeur 100 
est choisie pour obtenir simplement l'inegalite cherchee dans le second cas 
(pour le premier cas, n'importe quelle valeur convient). 

Premier cas : q ^ 100. 

Ecrivons I = [r — ah, r + f3h] avec 0<a,/3<leta + /3 = l. On peut 
supposer h < 1/15000, et done q 2 h < 2/3. D'apres la proposition [T2| on a 
alors 

J$(t)dt = (*(r + /3h) - *(r)) + (*(r) - *(r - ah)) 

= ^log((/3/i)- 1 ) + ^\ og ((ah)- 1 ) + O(h) 
q q 

= hl ° g( ^ /h) +^(a log(l/a) + log(l//3)) + 

^ /ilogl//i + 0(/i), 
car la fonction t i-> tlog(l/t) est bornee sur l'intervalle [0, 1]. 
Deuxieme cas : q > 100. 

En notant m le plus grand entier inferieur ou egal a tel que q m ^100, 
nous effectuons la decomposition 

J ${t)dt=J2 J lk(t)dt+ J lm (t)dt + J2 J lk{t)dt. 

^ k<m ^ ^ k>m ^ 

Nous avons, d'apres (123|) . 

I ^{t)dt ^h^ log ( 2gfc+1 ) <; Mog(2g m ) Y,y^ 3, 36/i log 200, 

k<m J 1 k<m ^ k fc>l k 

et done 

f $(t)dt ^ [ j m {t)dt+y] [ lk {t)dt+o{h). 

Jl Jl k>m Jl 

II reste a etablir la majoration 

(57) / lm (t)dt + V / lk (t)dt s= h\og(l/h) + O(h). 

Jl k>m Jl 

Pour ce faire, nous distinguons deux sous-cas. 
Premier sous-cas : m < K . 

La fonction q m+ \ est alors constante sur / et, par maximalite de m, on 
a q m +\ > 100. Nous avons alors directement avec (121 p et la proposition [5] 



r~~ J7" <?m+l f~ Pk-m, J I 

k>rn k>m 



(l/a k {t))dt 



3,36eMog(l/ft) ft 

100 4 sv 7 ; 



Par ailleurs la proposition |6] nous donne 



/llog(l//i) , 
lm (t)dt ^ + h. 
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On obtient done 



$(t)dt ^ -hlog(l/h) + 0(h). 



Deuxieme sous-cas : m = K. 

Nous appliquons alors les propositions [S] et [TU] : 



t lK {t)dt+ V / j k (t)dt 

I ^ v J I 



k>K' 

, , , , , / [E > 2] + [E = 2]/2 6[£ = 2] ^ 1 



/J_ 72[ff > 2] 1 

Comme 

[E > 2] + [E = 2]/2 6[E = 2] ^ 1 



9* t>K Fk ~ K 



^ [£ > 2] + [£ = 2] (- + —3, 36) (d'apres (H2J) 
^ 1 (car g > 100), 



nous avons bien etabli ([55]) dans tous les cas. □ 

11. Questions 

II serait d'abord interessant de determiner le comportement asympto- 
tique du module de continuity L l de la fonction de Brjuno, 

u x (h)= sup / \$(t + h') - $(t)\dt 

0<h%h JO 

(ou $ est prolongee par 1-periodicite sur R), quand h tend vers 0. 

D'autre part, dans [9], Marmi, Moussa et Yoccoz prolongent la fonction 
de Brjuno au demi-plan 3te > 0. lis etudient en detail les proprietes de 
la fonction de Brjuno complexe, et notamment son comportement quand 

— > 0. II serait interessant de relier nos resultats et les leurs, en particulier 
le point (Hi) du theoreme [2] avec le §5.2.9 de [9J. Comme nous avons congu 
le present travail dans le cadre strict de l'analyse reelle, nous laissons ces 
questions ouvertes. 
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